
�������������� 	
�������
�
������
����� �
��������
��

������� �����

�������

����������	
�� �
��
�

��������� ���	
�� 
��

�����

�� ��� 



����������	
�� �
��
�

����������

!" #����
$�% " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " &
�" '
���
�������� ������� " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " &
&" (
�)���� " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " &
*" ����
��� +���,���%

�������������� �+���� " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " -
-" 	������ ����
�
 " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " .
/" 01��������� ����
�
 " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " !�
." 	��������� �����
,����


 �1��������� ����
�� " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " !�
2" 	����� 
��������� ���
,���� " " " " " " " " " " " " " " " " " !&
 " 	��������� �����
,����

� +���3�4 �����5 ���� " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " !-
!�" 6�����
 ����� " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " !.
!!" �������)���
% �����
���
 " " " " " " " " " " " " " " " " " " " ! 
!�" ����
��� 1������ +� ���� " " " " " " " " " " " " " " " " " " " ! 
!&" (�+���� " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " ��
!*" 7
)
�� " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " �!

�



�� ���������

	
 ����
����

( �
���%3�� ����)������� +������ �
���
���

4��% ����
���
+��%��% � �
���� �������������� �+���� � �5 +�
��������� +�������
��� +�� +��������� �����
,���� 
 +�����5 � �1��������5 ����
�
5
� �����5 ����
5" 8���,���� �������������� �
����
�
 ���4�������
���% +�����
��" 	������ �������)����% ��
3���% 2 9 !!�5 ��
���
"

�
 ��
���
������� �������

����5�)��� �����:

• (�+���%�� +������;�� �������������� +��������%<

����5�)��� ��
��:

• =����������������� 1���$�� ���
 �����������
 >sin? cos? tan@
� +������;�� ������������������ ������;���% >�
+�����
sin2 α + cos2 α = 1@<

• =������ +�)���% ������������
<

• 6������ �����
 � �
�����
 �
��5 ����
 sin α ≈ tan α ≈ α, �)�
α 
��
,�� 
 �
)�
�
5"

�
 ��������

8���
���� 
 ;���� �
���
�� %
����% %
�%4��% �
���4 ��;���
���� �
�)��
 1�����? +�����
;��� �
�

��� A�+���
�" 	����� ��
%
����%? �
���������� ������5 �+��
���% �
 +��%��� ���
 �
��
? ���
������% � �
� �
��

���� ������� ��� ���	�
����
��� ��
��

��" B,� �
�� �
�

��� C���� �
�)��
 1����� ��
���� � ��
�������
�������������5 ������;���� +�� �
���������� �+�������5 %
�����"
���������� ��
����� +�� C��� +�������
4� �
����

 +�%���������5
������������
? 
 �
�� 1��������� �
����? �
� 
� 
 C��� ���)����
��
�� ���,)
���� �
���? ������ 
���� 1��������4��% �
 �
���
�����
���� %����"

	�+������ +�%�����? �
��� �
����

 +�%���������5 �����������
��
 �
� +������4��% 
 )
�����;��"

&



����������	
�� �
��
�

αA

B

B′

B′′

C′′C′C

���" &"!

D��� �
1������

�� �
�������� ��
�����5 ����
 +�%����������� ���������
���
 >���� α �
 ���" &"!@" �� ����� �
�
������? ��� ����;���� �4��5 )
�5 ���
��)��
�43�5 ��� ������ ��)�� �)�� �
�� ,� )�% �4��5 +�%���������5 ����
���������
 � �
��� �����? �"�" C�� ���
��;���� %
�%���% �)����
���� 5
�
��

���������� >��� �
� ��
��%� 1���$���@ �
���� ���
" ����;���� +���
��
���,
3��� ���� α �
���
 � ��+������� �
��

4� 
���
�	 C����
���
 >����
3���� +���%�
% �
+��� sin α@:

sin α =
BC

AB
=

B′C′

AB′ =
B′′C′′

AB′′ .

����;���� +����,
3��� ���� α �
���
 � ��+������� �
��

4�
��
���
�	 C���� ���


cosα =
AC

AB
=

AC′

AB′ =
AC′′

AB′′ .

0�3���
�4� � )����� 1���$�� ���
 α? � ������5 
 �
�� 
���%

� �3� ���
���" '�,)� C���� 1���$�%�� ��3���
�4� �+��)�����
��� �
%��? � �
 �
��� ���������? �����
% �
�
�

���% �
 ����
� C��5
1���$�� ���
? +������
 �
�

��� 
������	�
���" �� ���
�

���


%�� +�)����� �
 C��5 �
%�%5? ������� �)��? ������4 
� �
�� �����
��,��� +�������? 
��+�����


;��� �+��)�������:

sin2 α + cos2 α = 1.

7
����� 
 �
��4����� C���� ��
����� �
���
��������� 

�)���%?
��� ��
��� �����������������5 1���$�� ���
 >�����
 � �������
@
+��
��%��? �
+�����? +� �)��� ��
������ ������� +�%�����������
�����������
 �+��)����� )
� ��� )����� �������" 7�
����% ������

� ��������
 )�% �
������5 ��
����� ����
 ������ �
���%��% 
 �
�
���$�" 	��)��� ��������% ��
����� ������
 � ��������
 +�� �����
����� ���
 α �� 0 ◦ )� 90 ◦ >�+%�� ,�? �
� ��,�� ����� 
�)��� �� �5
�+��)�����%@ �����%4��% �� � )� !"

*



�� �	������ 
��������

����������	
�� �
��
�

�
 �������� ���������

�����
�������� ��
���

E�����������
% �+���
 ����
�

���% �
 ���)�43�5 �
���
5:

!" 7
��� +�%����������� �
�+�����
����% �
��
 
 �)����)��5 ����
)
5"

�" 7
��� ���

������� �
�+�����
����% ����� �
��
"

&" 7
���� ���
,���% � +���������% �
��
 �
 ��
��$� )
�5 ���)"

*" ���
������� 5�)
 �����"

0���
��� ������ ���	���������� ��
���

������� 
��
�?
��� �
��
 ��,)� )
��% ����
�� 
 �)����)��� ���)� �
�+�����
�%���
�% +� +�%���? ���)��%43�� C�� �����"

( �������������� �+���� +��
�
���%? ��� ��)������ ���� �� 
���
%4� )��� �
 )���
 � �
�+�����
�%4��% �
�? �
� ��)�� )����5 �����
�� ��3���
���" F��� �
��� +�)�
��,)
���% �
 +�
����� � ����� �
�
�

��� ������
�	�

� ��
���

������� ����� 
��
�"

α
β

γ

G
GG

���" *"!

	
)
% �
 +�
��5����� �
���������)�
+��)���
? �
�� �
������ ���
,
���%" ���
�
���
% �
��� ���� +����3
���% +��)�
����� >� +��
�
3
���% 
 ��+��@? ����
>���� +��)��� +����
���? �
� ������ ���

�)
@ +��5�)�� ��
��� +��)���" �� ����
��%3��� +��)���
 >�
+�����? �� +������
�������� ����
�
@ ��,�� ���
,
���% ���
��� 95% +
)
43��� �
��
"

D��� ����� +���� �
��
 +
)
�� �
 +���
���4 +�
��5�����? �� ����	 ������� α
�
��

4� ����? ������� +
)
43�� ��� ���
���� � ����
��4 � +��

��5�����? 
 ����	 �
������� β ����? ������� ���
���� � C���
����
��4 ���
,����� ���? �? �
����$? ����� +���������% γ �����
�
�
4� ���� ��,)� ����
��4 � +�
��5����� �
�)��
 ���) � +���������
��� ����� >��" ���" *"!@"

7
���� ���
,���% � +���������% �
��
 ��,�� �1��������

��
���)�43�� ���
���:

-



����������	
�� �
��
�

!" 	
)
43�� ���? ����
�� � ��
��$� �
�)��
? ���
,����� �
+����������� ���� ��,
� 
 �)��� +��������"

�" B��� +
)���% �

�� ���� ���
,���%"

&" ����;���� �����
 ���
 +
)���% � ������ ���
 +���������%
���� 
������
 +����%��
% )�% )
�5 )
���5 ���)"

( ����
����
�� � ���" *"! C�� �
���� ��,�� �
+��
�� 
 
�)�:

α = β �
sin α

sin γ
= n21 .

( �������������� �+���� �+�

�)��
 �
� �
��

���� +���$�+
���
������� 5�)
 �����" F��� +���$�+ ��
��,)
��? ��� �
+�

����%
+
)
43��� � +������������ >��� ���
,������@ ����� ����� ���� ���
������ �
 +����
�+���,���< ���� ���%4��% ���%��? �� ���� �����
� ����
��4 ���
���H% ��� ��������%"

α

γ

G

GG

G

GG

α

γ

+
)
43��
���

+�����������
���

+�����������
���

+
)
43��
���

���" *"�
(������
 n21 �
��

���% ������������� +��
�
����� +��������

��% ���)� II ������������ ���)� I" D��� +��
�� ���)�� %
�%���%


���� >��� 
��)�5? ��� ������ +� �+�������� �
����

�@? �� +��
�
�
���� 
����� ���)� ������������ 

����
 �
��

���% 
����4����
+��
�
����� +���������% ��� +����� +��
�
����� +���������% C���
���)�" 	�C���� �
��� +���������% ��,�� ���� �
+��
� 
 
�)�:

sinα

sinγ
=

n2

n1
,

�)� n2 � n1 I +��
�
���� +���������% ���) GG � G ������������ 

���
��
"

/



�� ���	
�� ���
���

	���+��

 C��� �
��� 
 �
��� 
�)�? ����� 
�� �����%3���% � �)���
���)� 
������� �
5�)����� � �)��� ������� �

����

? +������:

n1 sin α = n2 sinγ

���" *"&

7
�����? ��� 
����4���� +��
�
�
���� +���������% +��
��

��? 
�
������� �
� �������� �
��
 
 ���)�
����;� �������� �
��
 
 

�����" 	
�
)
% �
 ;���5�

��4 +�
��5����� >)
�
,� ���� ;���5�

����� ��������+��
����� �
��? �
� �
+�����? �
 +�
��5�
����� C��� ���
��$�@ �
�� ���
,
���
�% 
 �
������5 �
+�

����%5 >���" *"&@" F�� �
� �
��

���� )�11���
��� ���
,����" 7
��� ���
,���% 
�+���%���% � 
 C��� ����
�? �� �

�
,)�� �
������� ��
���� +�
��5�����" 8���
 )�11������ ���
,��
��% 
� 
��5 �
+�

����%5 ������� +��)��� ��,�� �
��4)
�� +�)
�
����� ���
��"


@ �@

��
� 
 ����5
+���,���%5 
�)��
���
,����� �
��

��
� ��

�)�� �
��


��
� 
�)��
�
��

���" *"*
0���� �)
����� ����
� 
 �������? �
� �� �
,)�� ����� +��)���
 


��
� ��)�� +�+
)
�� )����� +���� ���
,����5 ����� >���" *"* 
@" ��
���� ����� +���� �
��
 +
)
�� �
 ����
��? �� 
� �
�)��� ��� ������

 ��� ����
�? ���� ��
� �
���
�� +���,����? )�% �������� 
�+���%�
���% �
��� ���
,���% >���" *"* �@" F��� � ��J%��%4��% ���������
�
����

 ����
�"

 
 !������ "������

�)��� �� ����
��5 �
)
� �������������� �+���� %
�%���% +��
�������� �����
,����? +����
43�5�% +�� ���
,���%5 � +��������

.



����������	
�� �
��
�

��%5 �
 ��
��$
5 �+�������5 ���) 
 �
������5 �+�������5 �������
��

5"

B C
3

β2

�

A′
�

�

O

K ′

K �
A

α1

β1

D

Eα2

���" -"!

	�� +��������� �����
,���%
���)��� ���+�� �
�
��)��� ����
�
��� +�

��� �������������� �+�
����: ��� ������	
�� ���
���
�	
�� ����� � ��
�� �����

�	���� ����	�	 
��
� ����

�	���� ��� ��
����� ��� ���

��� ����	 �������	
�� ���

�	� �	�	� �����	���� ����	�

�� ���
���	
�	 ����� �����

��	��� 
� �	�	�	�	
�� ���� ���	�� ��� 
� �	�	�	�	
�� ��

�������	
���

	������;�� �+�������� ��������
�� �
���� ��)
 %
�%���% +����
��� ����
��"

	������� �����
,���� ����� A ? H��)


���� +������ ����
���
>���" -"!@"

	��������� �����
,���% 
 +������ ����
�� ����

�� �
 ��+����
��

��� �
���
 ���
,���% �
��
" 8� 
���� �
���
��� +����
? ���
,
�
����� ������ A? 
������ )

 ���
 ! � �? ������� +
)
4� �
 ����
��
+�) �
����� ���
�� α1 � α2 >���" -"!@"

	���� ���
,���% �� ����
�
 C�� ����? �
� 
�)�� �� ������
? �
��
5�)%��%" 	��)��,���% ����� +������
4��% 
 ����� A′? �
5�)%3���%
+� )����4 ������� ����
�
 ������������ ����� A" �
;��� ��
�� ���
)�� �
�
���%? ��� ���� ! � � 
�5�)%� �� ����� A′? �
� ��)�� �
�
�
5�)���% ����
 A? �"�" ����
 A′ 
��+�����
���% �
�� �
� �����
,��
��� ����� A"

D��� )���
������% ����
�� ���

��
�����	 �����
,����? ���
�)
 ��� ���
�����% �
� +���������� +��;�);�5 �+�������4 �������
�����? �	��	�	? ���)
 ��� +����
���% �
� �������
� +��)��,���%
C��5 �����? �� +������ ����
�� ���)
�� ������? +�%��� >��+���
�����
���@ �����
,���� +��)���
 
 �
���
����4 
�������? �
�+���,�����
����������� +��)���� ������������ ����
�
"

	����� ,� �� 
�)�� ������ �����
,����K L��� 
 ���? ��� 5���
��
��� ��
�
 � ������
�)��� ���� +��)��

�%4� ����� �
�����
���4
����� � �����
4� �
�5�)%3���% �
���
�� +���� �
 ����
��� 
 �����
A′′" #�
������� �
�5�)%3���% �
���
�� +���� ��,�� �����
�� ��J�

2



�� ���	
�� ���
���

����
 1���
++
�
�
" 8����� �
����
� ���� �����
�� �
�5�)%3���%
+���� +��
��%�� 
�)��� ������ �����
,����" �+���
 1���
++
�
�

�����
�� �
�5�)%3���% +����? +�C���� 1���
++
�
� �+������ 1���
����

�� ������ �����
,����"

�

�

A

B

B′

A′

1

2

3 *

K

���" -"�

	�� +��������� �����
,���%

 +������ ����
��? �
� ��+��� %��
��? �� ��%�
������ +�����

���%
)
��% ���
��" 8� �

����

 ����
���������
ABO � A′BO >��" ���"
-"!@ ���)���? ��� AO = A′O" 7�
�
��� 
����,�� ����� +������ � +��
�%���� �+���� +��������%: �

+��+��)����%��? �+�3����� �

����
�� �� ����� A? �
)� �����
,��� ������� A′O = AO" =
� �� �
�)�� ����� ������� �����
�
,���% A′" 	� ��3���
� �
��� ���
��� �� +��������% ����������
�
�+���,���% +��)���
 � ��� �)�
������ �����
,���% ������������
�)�
���� +������� ����
�
"

8� +�
����� 5���;� ��
����� ��� �� �� �4��� ����� ��,�� �
��
)��� �����
,���� 
 ����
��" �
 ���" -"� 
�)��? ��� +�������4 ����
��
,���� A′B′ 
 ����
�� �
��4)
���% ������ 
 �
� �
��

���� �����


� �������? ���
�������� +�%���� �9&" D��� �3� )
� ���
��� !9�
� &9*? �� ������5 
�)�
 ������ �
��� +��)���
" �
+�����? �� �����
K 
�)�
 ������ +�


% �
��� +��)���
" 7
 +��)��
�� +�%��5 ! � *
�����
,���� �� 
�)��"

����	� �� M
��� �����
����� 
����� +������ ����
�� ��,��
+�
����� �
 �����? ����� ����
�� ��� 
�)��� ���% 
 +����� ����K

B

A A′

B′

D

C

7

���" -"&

�������" �����
 ��;���% �
��

: +��

���� �
 ����� ����������� +������ ����
�
��? +������� 
 ��� �����
,����? +��
�������? �
�
% �
��� ����
�
 ��
���
���?

 ���
����� ����,��"

	���� AB I ����
��? 7 I �����������
+������ ����
�� >���" -"&@" M
� �� �,�
��
��? �����
,���� A′B′ �

�� +� 
����
���� �
���� ����
��� AB � �
�+���,��� ����������� +��������
����
�
" �� ���)
 ����� �
�)��� �� ������
? ��� ��
���
��� �����
�� ��
���� CD ����
�
" 8� +�)���% ������������
 A′BB′ � DBC

 



����������	
�� �
��
�

H��)���? ���

CD =
1
2
B′A′ =

1
2
BA.

=� ���� ��,�� �
 ����� +�)5�)%3�� ���
��� +�
����� +������ ����
�
�� 
������? �

��� +���
��� ����
 ����
��
" �

#
 $%��������� "������

01��������� ����
��� ��,�� ����
�� �
��� 
��;��� ��� 
���
������� +�
��5����� ����
����� �1���? +����� +��

% ����� �
�

�
��� ��������� ����
�
? 
 
���
% I �����
���" ����
��� 5
�
��
��������� �1��������5 ����
�: �+�������� $���� ����
�
 I ����
?
%
�%43
%�% $������ �1��������� +�
��5�����< �+������
% ��� I
+�%�
%? +��5�)%3
% ����� �+�������� $����? 1���� F I ����
 �

�+�������� ���? ����� ������4 +��5�)�� +���� ���
,���% �� ����
�

��� >��� ��� +��)��,����@? +
)

;�� �
 ����
�� +
�
������� �+�
�������� ���? � 1������� �
����%��� F I �
����%��� �� 1����
 )�

��;��� ����
�
 
)��� �+�������� ��� (FC = F )"

α
α

M

C

F

h

FO

α

B

��

��

K

���" /"!

�+��)���� 
������� 1�����
���� �
����%��% F �1�������
���� ����
�
" 	���� �
 
�����
��� �1��������� ����
�� +
)
�
�� ��� KM ? +
�
�������� �+�
�������� ��� OC >��" ���" /"!@"
( ����� +
)���% 
����
��
��
+��+��)����%� � ����
�� I ��
��)�� �
)��� OM " (��+������



;��� �
����� ���
,���%? �����
�� ��� MF ? ������� +��5��

)�� ����� ����� F ? %
�%43�4�% +� �+��)�����4 1������" =����
� �
����%��� �� C��� ����� )� 
��;��� ����
�
 C �����
��� �)���
� ��� ,� ���
�� F "

∠COM = ∠KMO = α? �
� �
����� ��,
3�� ���� +�� +
�
������
��5 +�%��5" �� ∠KMO = ∠FMO = α +� �
���� ���
,���%" 0���
)�

������? ����������� OFM %
�%���% �

����)������" 8� +�%���
��������� �����������
 OFB

!�



�� � �����	
�� ���
���

OB

OF
= cosα,

����)


OF =
R

2 cosα
� OB =

R

2
.

6������� �
����%���

F = CF = OC − OF = R − R

2 cosα
=

R

2

(
2 − 1

cosα

)
.

B����

%? ��� sin α = h
R ? +������ �����
������

F =
R

2

⎛
⎝2 − 1√

(1 − h2

R2 )

⎞
⎠ .

=
��� ���
���? 
 �1��������� ����
�� 1������� �
����%��� )�%
�
������5 �����? �
5�)%3�5�% �
 �
���5 �
����%��%5 �� �+�����
���� ���? ��
��

���% �
�������" �)�
�� )�% �
� �
��

����� +
�
�
���
������ >+�����
���@ +���
? )�% �������� 
�+���%���% ����
��
h � R? 1������� �
����%��� ��,�� ����
�� �)��
��
�� )�% 
��5
����� +���
 � �

���

α
α

C
FO

α
��

�
K

N

�

���" /"�

F =
R

2
. >/"!@

(�������? ���
���4 1�������
�� �
����%��4? �
��

4� ��
��

��
��� 
���� ����
�
"

D =
1
F

=
2
R

.

�������)��� ���
���4 �
���� +��
�����? ��� +�� h ≤ 0, 1R 
��
�
,���� >/"!@ �+�

�)��
� � ��������4 �� ����;�� 0, 5%"

M
� 
�)�� �� ���" /"�? � 
�+������ ����
�
 1���� ������" �����)�
�� ���)����% >+��)���

�%�� C�� +��)��
�� �
�����%������@? ��� �
�)��� )�% +
�
���
������ +���
 �+�

�)��
� ����
�� >/"!@"

!!



����������	
�� �
��
�

&
 !��
������ �"�'�������

� �%��������� "������

L�% +��������% �����
,���� 
 �1��������� ����
�� ���)��� 
��
��
�� �4��� )

 ���
 �� ���5:

N@ ���? +��5�)%3�� ����� �+�������� $���� ����
�
< +���� ���
�
,���% �� ����
�
 �� ��� ��� +��)��,���� +��5�)�� +� ���� ,�
�
+�

����4<

�@ ���? +
)
43�� �
 ����
��? +
�
�������� �+�������� ���< �
+���� ���
,���% �� +��5�)�� ����� 1���� ����
�
<


@ ���? +��5�)%3�� ����� 1���� ����
�
< +���� ���
,���% �� �)��
+
�
������� ��

��� �+�������� ���"

C

FO
��

�

N
B′

A′

���" ."!

C

F
O

��
A′

B′
B

A

���" ."�
D��� �� ������ �����
,���� +��)���
? �� �
)�? ������ ��
��%?

������� �����
,���� 
��5 ��� �����" �)�
�� 
 ��������5 �
����5
����
%5? �
+�����? ���)
 +��)��� I +�%�
% ����%? ��,�� �������
�����
,���� )
�5 ��� �����" 	�� C��� �� �
)� �
��

��? ��� +��
+��������� �� +��������% ������ +
�
���
������ +���
��? ;����
�
 ������5 h � R I �
)���
 ���
���� ����
�
" (��+�����


;���
C���� +�

��
��? +������� �����
,���% 
 ��������5 �
����5 ����
�
%5"

M
� 
�)�� �� ���" ."!? 
 
�+����� ����
�� �����
,���� �
���	 ?
�����	? ��	
��	

�	? +����� +�� �4��� �
�+���,���� +��)���

������������ ����
�
" 	����)��� ��
��,)���� �������)��� +��
��
���� +����������"
 
���	? �����	? �� ��	���	

�	 �����
,���� 
�����
�� � 



������� ����
��? ���� +��)��� �
�+���,�� ��,)� 1������ � ����
�
��� >���" ."�@"

!�



!� ������ ��"������� ���������

CFO
�

��

�

�

A

B

A′

B′

���" ."&

D��� ,� +��)��� �
�+���,��
)
��;� $����
 
�������� ����
�
?
�� ���
�����% �	�	�	�
���	?
��	
��	

�	 � �	������	���

�	 �����
,���� >���" ."&@? +���
���? +�����%�� C��� ,� ��������?
����� �����
����? ��� ���� +��)�
��� +�������� ��,)� 1������ �
$������ ����
�
? �� �
 $������ 
���
������ �	�	�	�
���	 ? ��	���	
�

�	 � �	������	��
�	 �����
,����"

(
 !����� ���
������ �
�������

8� �
���
 +���������% ���)���? ��� ���� �
�� +�+
)
�� 
 ���)� �
�O���;�� +��
�
����� +���������% >n2 > n1@? �� ��� +�����,
���%
� ����
�� �? �
������? ���)
 �
�� +���5�)�� 
 ���)� � ����;�� +��
�
�
����� +���������% >�
+�����? �� 
�)� 
 
��)�5@? �� ������%���%
�� ����
�� +�)���� ���� A �
 ���" 2"!"

n1

n2 A B C

i

���" 2"!

	�� �+��)������� ���� +
�
)���% �
 ��
��$� )
�5 ���)
���� +���������% )�����
�� 90◦

� +����������� ��� ��������
+� +�
��5�����? �
� ��� B �

���" 2"!"

B��� +
)���%? +�� �������
C�� +����5�)��? �
��

���% ����
�������� ����� i��" 8� �
���
�
 +���������% ����������� ���� �+��)��%���% +� 1������:

sin i�� =
n1

n2
· sin 90◦ =

n1

n2
.

	�� ���� +
)���% ����;� i�� +����������� ��� ��3���
���? 5��%
�
��� �
��
 ���
,
���% �
 ��
��$�" D��� ,� ���� +
)���% +��
�;
��
����������� ���� i��? �� ����
��� �
���� +���������%? sin i2 )��,��

!&



����������	
�� �
��
�

+��
�;
�� �)���$�" �� ����� �� ��,�� +��
�;
�� �)���$�? +�C���
�� ���� ���� +
)���% ��
��

���% ����;� ������������? �� +������
������ ��� �������
��� � 
��� �
�� ���
,
���% >��� C �
 ���" 2"!@"
F�� %
����� +������� �
�

��� ������� ���
������� �
�����

���� ���
���� 
���
���? ��� +����� 
��������� ���
,���� +�����
5�)�� ������ +�� +���5�)� ���
 �� �+������� ����� +������ ���)�
>� ��O��;�� +��
�
����� +���������%@ 
 �+������� ����� +�����4
>���)� � ����;�� +��
�
����� +���������%@" (� �����5 �+�������5
+�����
5? �
+�����? 
 ������%5 +����� 
��������� ���
,���� ���
+��������% +�� ���
,���� �
��
 
 +����
5" 	�����3���
� �������

 ���? ��� +�� C��� ���
,
���% +���� 100% �
��
? �"�" �����
,����
+����
���% ����� %����"

�
 +����� 
��������� ���
,���� ����

�
 
�% ���������� ���


���� �
�������� 
 �
����
� +�����
 �
)
�� �
 +����� 
���������
���
,���� 
��������� �
���
�) I ��������
�? 
�� ����� ;����� ���
+��������� 
 ��5����"

����	� !� L����
% ����
% ����? 
�+������
% �� +����
�����
�
����
�
 � +��
�
����� +���������% n = 1, 41, %
�%���% �
���
��
)��" ( ���� �
�� �
�+�����
�%���%? ��+���

% �������
���� +�����
���
,���� �
 ����
�� +�
��5�����" �+��)����� ���� �����% �
����
�
���
�)
 >�"�" �+��)�����? +�) �
��� �
����
����� ����� � ��� ���
�� ��,�� +
)
�� �
���
�� ��� �
 ����$? ����� +����� +� �
���
�)�
��� ���
�����%@"

ϕ
βα

���" 2"�

�������� L�% ����? ����� �
�� +���
5�)�� ��� +�����? ��,��? ����� ���� α
>���" 2"�@ ��� �� ����;� ���
 +������

���������� ���
,���%? �� ����

sin α ≥ 1
n

=
1

1, 41
=

1√
2
.

�� C�� ���
�
��? ��� α ≥ 45◦ � β ≤ 45◦"
	� �
���� +���������% sin ϕ/ sinβ = n" ����)
 sin ϕ = n sinβ ≤

n sin 45◦ ≤ 1" =� ���� +�� 0 ≤ ϕ ≤ 90◦ ���� +��5�)%� �
���
�) ��
���
��%%��" ��
�� �
��
: 
�� ����? +
)
43�� �
 ����$ �
���
�)
?
�)�� 
)��� �
���
�)
 �� 
�5�)% �
��,�" �

!*



#� ��	������� ���$�������

	 
���%&' ���
�( ����

)
 !��
������ �"�'�������

� ����*+, 
����- ���"

������ �
��

���% ��������
�? +��)��

�%43�� ����� ���� ��
+����
����� �
����
�
? ���
�������� )
��% �1���������� +�
��5�
����%��" >( �
�������? �)�
 �� +�
��5������ ��,�� ���� +������ I
�1�������
% +�
��5����� ���������� ����;��� �
)���
"@

(
�)�� ��������� +��%��% � 5
�
������� )�% ���� �����"
	�%�
%? +��5�)%3
% ����� $����� ���
���� ����5 �1��������5

+�
��5������? �
��

���% ������� ��
���
��� �
��" ����? +
�
�
�������� ��

��� �+�������� ��� +���� +��5�,)���% ����� �����
����% >��� �5 +��)��,���%@ 
 ��������� ����� �+�������� ���" F�

����
 �
��

���% 1������" D��� ���3��
 ����� ����� ����;� �
��
���%��% >+� ��

��� �+�������� ���@ �� ����� )� 1����
? �� �
�
%
����
 �
��

���% ������" ( )
�����;�� �� ��)�� ����� )��� �����
�� � ������� ����
��" �
����%��� �� ����� )� 1����
 �
��

���%
1������� �
����%����"

M
� � )�% �1��������5 ����
�? ����� 1����
 � 1������� �
����%�
��� ��)�� �����
�
�� �)��� ���
�� F ? �
����
% +� ������ ������
��
�
�����%"

(�������

D =
1
F

,

�)� F 
��
,
���% 
 ����
5? �
��

4� �+�������� ����� ����? �����
�
% �����%���% 
 )��+���%5 (F = 1� ⇒ D = 1 )+��, F = 0, 5� ⇒
D = 2 )+��)"

	��)

�������� �
+����� ��������� �+��)�����%" =���
 +����
������% O ��

��� �+�������� ��� � ������ �
��

���% �+��������
$������ �����" 	��������? +��+��)����%��
% ��

��� �+��������
��� � +��5�)%3
% ����� 1���� �����? �
��

���% 1��
����� +����
�����4" D��� �
 ����� +
)
�� +���� �����? +
�
�������5 �4���
�+�������� ���? �
��

���� 
 ������� �� ��

���? +�������? +����
+��5�,)���% ����� ��� >��� �5 +��)��,���%@ +������
4��% 
 �����
+���������% +������� ��� � 1��
����� +��������4"�

	� 5
�
����� 
��)����
�% �
 +��5�)%3�� +
�
�������� ��

���
�+�������� ��� +���� ����� ����� +�)�
�)��%4��% �
 �����
43��

��� ����� ���	
����
 ��	 ���	� ���
 ������ ����� 	��������� ����� �����
���	�� �	�	��	� 	���
 ��	�	��� �����
 �� ����	
����� 

!-



����������	
�� �
��
�

>+���,��������@ � �
����

43�� >����$
�������@" 	�� +��5�,)��
��� �����
43�� ����� ���� �����
4��% 
 �)��� ����� >1�����@" 	��
+��5�,)���� �
����

43�� ����� ���� �
�5�)%��% �
��� ���
���?
��� 
 �)��� ����� �����
4��% �5 +��)��,���% >����$
������� 1��
������ �
����%���@"

��

F

F

A
A′

H

h

B

B′

C

D







�

O

���"  "!

��

A

h

B

D



�

N

A′F FH

C

B

O

���"  "�
L�% +��������% �����
,���% ����� �)���� +�����

���% ����%

����
���� >�
��
���@ ���
�� >���"  "!@" F�� ��� >
@ �)�3�� ���
��� �+�������� $���� �����? ������� +��5�)�� ��? �� +������%%��<
��� >�@? +
�
�������� ��

��� �+�������� ��� � +���� ����� �� >���
��� +��)��,����@ +���)�� ����� 1���� �����< ��� >
@? �)�3�� ���
��� 1���� �����< +���� ����� �� >��� ��� +��)��,����@ +��)�� >

���� ���
������� 5�)
 �����@ +
�
������� ��

��� �+�������� ���"
	��������� �����
,���% ����� 
 ����$
������� ����� +��
�
�� �

���"  "�? �)� +��
�
�� �� ,� ��� ���
" �
�������%? )�% +��������%
�����
,���% ����� )���
����� )
�5 �����" (���� ����
����
�43��
+
�� I 
�+��� �)����

"

B′

A′

H

F A O

B C

D 


�




F
h

��

���"  "&

D3� �)�� +����� +�������
��% �����
,���� +��
�)�� �

���"  "&" ( C��� ����
� +��)�
��� �
5�)���% ��,)� +���,��
������� ������ � �� 1������"
�����)�� �
������? ��� ����
�
 ���"  "! �����
,���� )���
��
�������� I �����
,���� +��
���
���% �
 +���������� +���

��������5 �����? �� �
 ���"  "� �  "& �����
,���� ������ I ���
+����
���% �
 +���������� +��)��,���� +����������5 �����"

!/



�)� *���"�� �����

A

B C

D

E

H ′

H

O

���"  "*

����	� "� �
 ���"  "* +��
�
� 5�) ���
�
 ABC ����� �����4 ����� HH ′" 	������
��� 5�) ���
 DE +���� +���������% 
 �����"
M
�
% C�� ����
 I +���,������
% ��� �����
$
�����
%K

�������� 	��
�)�� ��� GO >���"  "-@?
+
�
�������� AB � +��5�)%3�� ����� �+�
�������� $���� �����" ��� GO +���)�� ���
��� ����� �� +������%%��" 	��)��,���� ���
�
 BC +�������� ��� GO 
 1��
����� +����
����� �����"

A

B C

D

E

N
H ′

H

O

K

L

P

P ′M

G

���"  "-

0��)�

������? +�������� PP ′?
+��+��)����%��
% ��

��� �+���
������ ��� � +��5�)%3
% ����� ����
�� K? %
�%���% 1��
����� +����
�����4" 	��
�)�� ��+��� ����� �+�
�������� $���� ����� ��� MO?
+
�
��������DE" F��� ��� +����
)�� �����? �� +������%%��" 	���
)��,���� ���
 EN >+���������
���� ���
 DE@? )��,�� +�������

1��
����4 +�������� 
 ����� L" 0��)�

������? ��� DE +���� +���
�������% 
 ����� +��)�� +� +��� EN " ���
�)��? ����
 ����$
�����
�
%: 
 1��
����� +�������� +������
4��% �� +����������� +
�
��
������� ����? 
 �5 +��)��,���%" �

	.
 /������ ���"�

(������% � ���"  "!" 8� ����? ��� �ABF ∼ �FOD �����:

OD

AB
=

H

h
=

OF

AF
=

OF

OA − OF
=

F

d − F
, >!�"�@

�)� F I 1������� �
����%��� �����< d I �
����%��� �� ����� )�
+��)���
< h I 
����
 +��)���
< H I 
����
 �����
,���%" 8� +�)���%
������������
 A′B′F � OCF ? �����:

A′B′

OC
=

H

h
=

FA′

OF
=

f − F

F
, >!�"&@

!.



����������	
�� �
��
�

�)� f I �
����%��� �� ����� )� �����
,���%" 	���

��

% >!�"�@ �
>!�"&@? +������:

f − F

F
=

F

d − F
; dF − df + fF = 0.

����)
? �
�)���
 +����)��� �

����
� �
 fFd? +����
��

1
F

=
1
d

+
1
f

. >!�"*@

	�
���%% ����� �
��� ,� 
���
)�� )�% ���"  "�? +������

− 1
F

=
1
d
− 1

f
; >!�"-@

)�% ���"  "&
1
F

=
1
d
− 1

f
. >!�"/@

�����)�� �
������? ��� ��� +����)��� 1������ �
�)%��% � �)���
>!�"*@? ���� �� ����� +�

��� ��
��
: �
����%��� �� ����� )� ������

������� >�����
,���%? 1�����
@ %
%�%���% ����$
�������" 6����
����$
������� ����� %
�%���% ������? �"�" 
 ��� +������
4��% +���
)��,���% +
�
�������5 ��

��� �+�������� ��� ����� +���� �5 +���
�������% 
 ����� � +�C���� ��,� ����
���% ����$
�������"

�
�������� +�����"

����	� #� �
 �
��� �
����%��� �� �����
43�� ����� � 1�����
��� �
���%���� 20 �� ��,�� �
�+���,��� +��)���? ����� +�������
��� )����
�������� �����
,���� 
 ������ �
�
 ����;�K

O
d

F

f

F
��

2F
�

���" !�"!

�������� 0�
�� ����� ��,�
�� �$����� C�� �
����%���: ���
)��,�� ���� ��,)� 1�������
�
����%���� � )
����� 1����
���? �� ���� ��,
�� 
 +��)��
5
�� 20 �� )� 40 ��" P���� �����
C�� �
����%��� �+��)����? 
���
+�����


;��� 1������� ����
��� �����" B
�������� β = f/d

!2



��� +�
����,"���� �������"��

I �� +�)���% ������������
 ? ����)
 f = βd = 4d" 	�)��

�%% 
 1���
���� ������ �����? +������:

1
F

=
1
d

+
1
4d

=
5
4d

,

d =
5
4
F = 25 ��" �

		
 0������������ ��
���
���

!" ���C�� E"? E������ 0" 6����
" I '": 	���
�3����? !  *"

�" 6����
 I !!? +�) ��)" #"#" 	������� I '": 	���
�3����? !  -"

	�
 �������� %������ �� 
���

!" 7
��� +���������%:
sin α

sin γ
=

n2

n1
,

�)� α I ���� +
)���% ���
 �
 ��
��$� �
�)��
 )
�5 ���)? γ I
���� +���������% ���
 
� 
����� ���)�? n1 I ��C11�$���� +���
�������% +��
�� ���)�? n2 I ��C11�$���� +���������% 
���
��� ���)�"

�" 6������� �
����%��� �1���������� ����
�
:

F =
R

2
,

�)� R I �
)��� ���
���� ����
�
"

&" 6�����
 ������ �����:

1
F

=
1
f

+
1
d
,

�)� F I 1������� �
����%��� �����? d I �
����%��� �� +��)�
���
 )� ����� f I �
����%��� �� ����� )� �����
,���%"

! 



����������	
�� �
��
�

	�
 �������

$����� �� Q� �
��
R ��J%�����? +����� ���
 )��,�
 ����� ;��
��5�

��4? 
 �� ����
�������
)��4 +�
��5�����K

$����� !� Q� �
��
R S�� +��
��%�� ��
�)���� ������4 �
+�4

�)� �
 �����? ���� 
�)
 +����
��
 � ���$
���
K

$����� "� Q� �
��
R D��� 
� �������� ���+�) 
�)� 
 �
������ �

+��)���? �
5�)%3���% 
 
��)�5�? �� ��)�� �� �
����� +��)���
 �
�
�
���% �
���� ,�? �
� 
 ����
�? ���)
 
� �������� �
 ����? �
5�)%��

 
��)�5�K ��J%�����"

�

F F

A

���" !&"!

$����� #� Q& �
��
R 	�������� ����
��
,���� ����� A >��" ���" !&"!@? ��,
�
3�� �
 ��

��� �+�������� ��� �
����

�
43�� �����"

$����� %� Q� �
��
R �
������� 5�) ���
��� � ��J%����� +����� +
��
? �
������
+����,���
% 
 
�)�? �
,���% �����
����


 ��� �����? �)� ��
 
5�)�� 
 
�)�K

$����� &� Q& �
��
R 	��
�
���� +���������% �)���� �����
 !?-?
)������ I !?." 8� ���� � )������ 
������� +� )
�%��
�+����� �����"
��� ����� ������������� �)��
��
�" ( ��� �
��%��% ��� �+�������K
M
��� )����
�� �
,)
% �� ��5 +����
�)T� �
 ���? ���� �5 +��������

 +����
���4 ,�)����� � +��
�
����� +���������% !?/ K

��

F F

���" !&"�

$����� '� Q� �
��
R 	�������� 5�) ���
 )�
�����
43�� �����? ���� ��
����� ��� 5�) +����
����� � +���,���% 1�����
 ����� >���" !&"�@"

$����� (� Q� �
��
R ( �
��� ����
� ����
?
�
5�)%3
%�% 
 %3��� >��" ���" !&"&@? ��)�� �����
�
43��? � 
 �
��� I �
����

43��K

1

2

2

1

1
2

1

2
���" !&"&

��



��� -�,���

$����� )� Q& �
��
R (����
 0���$
 �
) ���������� ����

�%��
���� α = 38◦" 	�) �
��� ����� � ��������� ���)��� �
�+���,���
����
��? ����� ��
����� ���������� ���
�� )�� 
�����
������ ���
��)$
K

$����� �*� Q! �
��R (�+����� ����
�
 ������ ���
,
4� 1����
+��)����
" 	����� ,� 
 �
���
5 
�)������ ��
��+���
 ���
�

��

�
4� ������ 
�+����� ����
�
K

	�
 1�����

+����� �� Q& �
��
R 0+���
 �
�+���,��
 +��+��)����%��� ��

�
��� �+�������� ��� �
 �
����%��� d = 3

2F �� �
����

43�� �����?
�)� F I 1������� �
����%���" �
��� �
�������� �+���� 
 �����"

r

L

���" !*"!

+����� !� Q/ �
���
R �
 +���
��� ;
�
�
 �
)���
 r = 2 ��? ������
������� �� �����
�
 � +��
�
����� +���������% n =

√
2? +
�

)
�� +
�
�������� +���� �����" �+��)��
���� �
)��� �
������ +%��
 �
 C��
��? �
��
+���,����� �
 �
����%��� L = 4.82 �� ��
$����
 ;
�
"

O O

S

S′

���" !*"�

+����� "� Q* �
��
R �
 ������� !*"� +��
�
�
�
 �
��%3
%�% ����
 S � �T �����
,��
��� S′? 
 �
�,� ��

�
% �+������
% ��� OO
�1���������� ����
�
" �+��)����� ��
1����
��� +���,���% 
��;��� ����
�
 � ��� $���
��
 ���
����"

+����� #� Q2 �
���
R �
 +�����4 +�
��5����� �����%����� +��
��$����)�
 +
)
4� �
���
�� ���� +� ����� 45o" ���� +��5�)%� 

+��������? +��+��)����%���� ��� +���$����)�
" 8� �
��� �
��� ���
��
�� +�
��5����� +���$����)�
 ��)�� 
�5�)��� ���� �
��
K 	��
�
�
���� +���������% �����
 n =

√
2"

+����� %� Q- �
���
R �
��4)
���� ������� �
 +��)���? ��,
�
3�� �
 )�� 
�)�T�
" D�� �
,���%? ��� +��)��� �
5�)���% �
 �������
h = 1� �
 �
����%��� � = 5� �� ��� ��
� +� +�%��� �����" E�
�


�!



����������	
�� �
��
�

�
��4)
���% �
5�)%��% �
 �)��� � ��� ,� 
�����? 
 ������ �
 
��
���� H = 1, 5� �
) +�
��5�����4 
�)�" �
 �
��� ������� h0 ��,��
+��)���K

+����� &� Q- �
���
R 8������� �
��
 �
�+���,�� �
 )
�����
1������� �
����%��� �� �����
43�� ����� �
 �T ���" 7
 ������ +���
+��)����%��� �+�������� ��� +���3��� +������ ����
��" �
 �
���
�
����%��� �� ����� ��,�� +�������� ����
��? ����� ����? ���
�
,T���� �� ����
�
? +���)% 
������� ����� �����? ��
�� +
�
������
����K

+����� '� Q/ �
���
R 	��)��� � ��� +�%��� �����
,����? ���)
�


���� ������ ������? �
�+���,��� ����������� ������������ 1��
���
 �����" �
����%��� �� +��)���
 )� ��� �����
,���% �

�� 8 ��.
�
��� 1������� �
����%��� �����"

+����� (� Q* �
��
R L
���������� ����
�� ����� 
�)�� +��)���
��? �
�+���,����� �� ���,� 1 )� ����" ( �
��5 ���
5 �� ��,)
���%?
����� ���
�� �
����? �
5�)%3�4�% �
 �
����%��� 25 �� ��� ��
�K

+����� )� Q/ �
���
R 	
�
�������� +���� �
��
 +
)
�� ����
�
���� �
 +���)�44 ��
�� �����%����� ����
 >+��
�
���� +������
����% n@ � �
��� +������%43�� ����� α? 
 �
��� �
 �
����

43�4
����� � 1������� �
����%���� F ? ��

�
% �+������
% ��� �������
+
�
������
 ��5�)���� +����" E)� �
�)�� �����
,���� ����� �
��4�
)
���� �
5�)%3���% �
 ������K

+����� �*� Q- �
���
R 	�������� �����
,���� �
������� ������
�� AB >��" ���" !*"&@? +��5�)%3�� ����� 1���� �
����

43�� �����"

� �

F F
A

B

�

���" !*"&

+����� ��� Q* �
��
R �
 �
��� ������� �
�)�� �����
,���� ����
�������� +%��
? �
5�)%3����% �
 �����%���� +�
������ ���3���� d
����
��? �����%3�� +�%�� � +����
�+���,��� ������� +�
�����K
	��
�
���� +���������% �����
 �

�� n"

��



��� -�,���

,����-. 0
)�
����
 L������ (�
)�����
��
/�������	��. U
����

 =
�
�
 (
�����
�

+���� 0. &!!
1����. -�;�"

23����	
�	 � ����
�	. �	 ���� �������

�&


